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唆昧さ:真理値の確定性、境界不在性と縮約規則

矢田部俊介

1 はじめに

R. M. Sainsbury は、 H愛昧性に関して、以下のように主張している [Sa90]。す

なわち、集合を使用して述語を定義することとは、述語の外延である集合の内

部と外部の聞に、鮮明な場界線を引くことである。また、多値論理上で述語を

定義する試みは、結局鮮明な境界線を(真理値の個数一 1 本だけ)複数引くこ

とである。しかし、暖味な述語は境界不在性を持つので、暖昧な述語は集合で

は定義できない。このように、彼は集合論では本質的に境界不在な暖昧性とい

う概念を扱えず、我々は真の暖味性を扱うために別の枠組みを探さなければな

らないと論じる。

彼の反論は非常に有名なものであり、多くの人の共感を呼んだが、一方で、

境界不在な概念とはどういうものかに関する突っ込んだ、議論はなされず、その

具体像を誰も知らない。我々は、境界不在な概念を、その外延に関する集合論

的な分析を行うことによって、特徴づけることを試みたい。

その分析の過程において、非古典論理の集合論で、彼の主張に反するような

現象が散見される。この小論では、それらの現象のうち一つを紹介し、それに

よって彼の主張の問題点を指摘したい。すなわち、「鮮明な境界線」は、集合を

使用して述語を定義するからもたらされるのではなく、古典論理が含む論理法

則(箱約規則)によってもたらされる、と論じうる。この点において、 Sainsbury

の主張は論理に関する誤解に根ざしており、正当化できないと思われる。

2 r睡昧さ』と砂山のパラドックス

rR'愛昧な表現J として、小論では外延の境界が唆昧な述語 (r大きしリ「多し、J
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「赤し、J など)を考察する。もちろん、指示対象が一意に決まらない表現、文

脈依存度が高い表現、同音異義語なども f唆昧性J と呼ばれうるが、ここでは

取り上げない。

なぜ暖昧さに意味論を与えるのが難しいのかの一例として、砂山のパラドク

ス(theSorites Paradox)を考えてみよう。

(*) 0 本しか髪の毛を持たない人はハゲである。

(+) n 本しか髪の毛を持たない人がハゲであれば、 n + 1 本しか持たない

人もハゲである。

(一)百万本髪の毛がある人はさすがにハゲ、ではない。

一見、どれも非常に確からしく見えるが、古典論理の下では、上の 3 原則は矛

盾を導く。すなわち、 rn 本しか髪の毛を持たない人がハゲであるj を表す述語

を Bald(x) とすると、(*)から Bald(O)が成立し、(+)こと(\ix)Bald(x) → Bald(x+l)

を百万回適用すれば、 Bald(10，000，000)が成立するが、これは(一)に反する。

この矛盾を解決するために取られる立場のーっとして、「認識説j がある。

この立場では、述語 Bald(x)は、誰も知らないが実は鮮明な境界線(sharp

boundary)を持っていると考える。例えば r5 万本以下はハゲJ とし、う境界線を

持っと考えよう。この場合、原則(+)が成立しない。ここで問題となるのは、髪

の毛 5 万本(ハゲ、である)と 50，001 本(ハゲでなし、)の聞に決定的な違いがあ

ることになるが、その理由が説明できないことである。

この問題は、多値論理を導入して、例えば領域を 2 つではなく 3 つに分解す

ることにしても変わらない。すなわち、 3 値論理を導入し

「確定的にハゲ、J : 3 万本以下しか髪の毛を持たない人

f確定的にフサフサJ : 8 万本以上髪の毛がある人

「境界例J : 30，001 本"'79，999 本の髪の毛がある人

と分割しよう。この場合も、「境界例」の外延は鮮明な境界線を持つ。すなわち、

3 万本と 30，001 本の聞に決定的な違いがある。

というわけで、 R.M. Sainsbury は、「暖昧な述語(rハゲであるJ) は境界不在
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性を持つ (boundary-less である) J と主張した。すなわち、暖昧な概念とは、そ

の概念に含まれる事物と含まれない事物の聞にし、かなる境界線もなく、またそ

の概念に確定的に含まれる事物とそうでない事物との聞にし、かなる境界線も

ないような、そういう境界不在な概念のことだとした。さて、「ハゲであるJ

とは暖昧な概念であるから、境界不在であるはずである。従って、 5 万本と 5

万 l 本、また 3 万本と 3 万 1 本の聞に本質的な違いがあってはならない。

2.1 述語を集合によって定議する

引き続き Sainsbury の説を見てみよう。彼によれば、集合によって述語を定

義するとは、境界線を引くということである [Sa90]o

Sets has sharp boundaries... either the object quite definitely belongs to 血e set 

or else it quite definitely does not. 

以上は、集合論を展開する論理が古典論理の場合は明らかに正しいであろう。

それでは、多値論理の代表的存在であるファジイ論理の場合はどうだろうか。

任意の集合 a， b について、ファジイ論理上の集合論では aεb の真理値は、 [0， 1]

の実数値として確定的に定まる。すなわち、ファジイ論理上の集合論では、任

意の実数(例えば 0.6) について、「真理値 0.6 の境界線j とし、う鮮明な境界線

を持つということになる。この意味において、ファジイ論理においても、集合

は鮮明な境界線を持つ、と Sainsbury は論じている。

Sainsbury は古典論理/ファジイ論理だけを論じ、それ以外の論理を取り上げ

ていない。従って、この二つのケースだけで十分な論証となっているかが疑問

として残る。この小論では、これから古典論理/ファジイ論理の両方よりも証

明カの弱い、縮約規則がない論理 Contraction-Free Logics (CFL)を取り上げ、

Sainsbury 説を検討する。

2.2 なぜ結納規則に注目するのか

縮約規則とは、古典論理上の推論規則の一つであり、そのパージョンの一つ

の左縮約規則は、以下のように書くことができる。
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さて、古典論理から縮約規則を除去した部分体系こと「縮約規則がない論理

Contraction-Free Logics(CFL)J について、以下の結果が知られている。

1. CFL 上では、 Sorites paradox は矛盾を導かない[Cop97]。

2. CFL は、古典論理・ファジイ論理両者の部分論理である。グリシン論理は、

古典論理から縮約規則のみを除去した CFL の一つであり、そのためグリ

シン論淫はファジイ・古典論理上を分析するための共通基盤となりうる。

以上の論理聞の関係を図に書くと以下のようになる。

c c 
述語論理 グリシン論理一→ファジイ論理一→古典論理

縮約規則 なし 断片 あり

2.3 包括原理

さて、今度はグリシン論理上の集合論を考える必要がある。どのような集合

の存在保証原理を仮定したら良いだろうか。

包括原理は、任意の forrnulaψ に対して、 {x: ψ(x)} とし、う集合の存在を保証

する強力な集合の存在保証原理である。よく知られているように、古典論理で

はラッセルのパラドックスを起こす。しかし、 CFL においては、包括原理は矛

盾を導かない(Grisin[Gri82])。この小論では、グリシン論理上で包括原理のある

集合論を枠組みとして採用する(詳細については[Can03] を参考にされたし、)。

包括原理が古典論理上で採用されない唯一の理由は「矛盾するからJ である。

しかしグリシン論理においては、包括原理が矛盾を導かないため、問題は全く

ない。また、この集合論は表現力が豊かで、後述するように自己言及的な集合

の定議も可能にする。以上の点で、 CFL における集合の典型的な特徴を兼ね備

えているからである。
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さて、グリシン論理上、包括原理によって何が可能になるのだろうか。まず、

自然数の集合などを定義することができる。さらに、集合の循環的定義が可能

であることが、以下の定理から分かる。

定理 2.1 (再帰定理(一般化された再帰的定義))任意の論理式 ψ(x， …， y)にたい

して、特殊なターム θを定義できる。これは以下を満たす。

(\fx)x E8...... 伊(x， …，(J)

つまり自分自身をパラメーターとして論理式で定義される集合を定義できる。

証明は[Can03]を参照してほしい。この定理により、自然数上で再帰的に定義さ

れる関数のグラフを全て定義することができ、従つである程度強し、算術が展開

可能である。しかし、例えば足し算のグラフを定義した際、関数「足し算J が

全域的に関数として定義できるのかどうかなどは、未だ不明である。

2.4 砂山のパラドックスを表現する集合グの定義と、縮約規則の役割

さて、一般化された再帰的定義により、古典論理上で定義不可能と思われて

いたような多くの集合を定義することが可能になる。例えば、砂山のパラドッ

クスを表現する集合 8Cω は、再帰定理により以下のように定義できる。

1 E三 θ 仲 0ε80 MEt:8, 

n+lE θ特 nεω ② nεo

ただし@は and の、@は or の、 multiplicative な表現である。また M は 1 ，000，000

の略記とする。この集合は以下を満たす。

(1)OE80 MEt:8 ト l E 8，

(2) 1 E8 卜 2ε伐…， 999， 999E8 ト ME8.

つまり以下が成立する。

OE8 ② MEt:8 ト ME8

l
 

A
U
 
l
 



注意だが、 OE (;I @ME$(;Iト ME (;Iは決して矛盾ではない。矛盾を起こすため

には、もう一つ ME$(;Iが左辺に必要である。

oe 伐 ME$(;I卜 Mεo

oε 伐 ME$(;I， ME$(;Iト ME (;I② ME$(;I

0ε 伐 ME$(;I， ME$(;Iト上

では、縮約規則によって、どのように矛盾が導出されるかを調べてみよう。

まず、 oε0 ② ME$(;Iは無矛盾だが、 oε (;I @ME$(;I @ME$θ は矛盾を起こす。次

に、 nE$(;I の形の文に縮約規則が成立すると仮定する。このとき

OE三(;1， ME$(;I, ME$(;Iト上

oε伐 ME$(;I卜上
縮約規則

つまり 0ε0 ② ME$θ という Sorites Paradox の前提条件はそのまま矛盾を生む、

ということになってしまう。このように、砂山のパラドックスにおいて、矛盾

は縮約規則によって導かれる[Cop97]。

2.5 集合 0 と xeθの形の文の真理値

さて、 Sainsbury は集合の境界線について、真理という視点、から語っていた。

従って、我々も 0 の membership について、 Sainsbury のように真理の確定性に

ついて語りたい。そのような場合、本来ならその意味論に移行するのだが、 CFL

の意味論は代数的に構成され、その値の意味を解釈することは困難である。そ

のためグリシン論理上の集合論の内部で以下のような述語 Tを構成する。
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有限言語L は0ε0 ③ ME$(;I， 1 E三(;I，...， Mε0の百万個の文のみからなる。

簡略化のため文 0ε (;I @ME$(;Iの名前を 0、 jE (;Iの名前を i とする(文 P

の名前をfpl と書く)。

包括原理によって、任意の L の文 P について以下を満たす述語 T(x) を

構成できる。
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ト T(fp 1) 三 P…(紳)

(紳)は Tarski の下scheme であり、従って Tを言語 L の真理述語であると呼

べる。

このとき、グの membership について、以下が言える。

(1) 約 1，∞0，000 蜘p の推論により以下が結論される。

|穴f向@ ME$Ol) ト T(f ME(1) 

(2) 文 OE .9@ME$.9が真であるとき、同時に文Mεdが真であるとも、文

M嘩グが真であるとも言うことができない。

(a) T(f 0εθ@ ME$Ol), T(f ME$Ol) ト上

(b) T(fOEO@ME$Ol), T(fME 01) ト i

(a) の証明は OEθ@ME$O， ME$O ト i より明らか。

(3) 以上は、証明 step がたつと文 Mε0の真理述語による表現が変化するこ

とを示す。

(的 (2a)(2b)の右辺 T(f OEO@ME$Ol) が成立しているときは、 Mε0 と

M嘩Oの真理は共に不確定(indeterminate) であり、

(b) 約 1 ，000，000 証明 step 後には、 T(MEめが成立する。

以上のような真理述語の意味において、縮約規則無しの論理では 0 の

membership に関する文xε0の真偽が不確定であると見なすこともできる。

この場合、計算機科学における依存型理論(dependent type theory)の語法を借

りて、 xEθの文の真偽に関する判断は証明ステップが経っと変化する、と言う

ことが可能かもしれない。その場合、縮約規則なしでは、 θや R のような集合

の持つ境界線は不安定で文 XEO の真偽に聞する判断が置明ステップごとに変

化していくものとなる。
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4 結論: Sainsbury に対する反論

R. M. Sainsbury は、集合によって述語を定義するとは、鮮明な境界線を描き、

その内部と外部を区別することであると断じた。しかし、「鮮明な境界線J とは、

集合だから持つのではなく、古典論理が含む論理法則(縮約規則)によっても

たらされる。縮約規則なしでは、集合の持つ境界線は不安定であり、証明ステッ

プごとに構成要素の真理値に関する判断が変化していくものとなる。
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